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Minimos Quadrados -

EQT

Supondo que Y sejaumafuncaode 8 Y, =0 +e,

eZ —i e4 :Y—H
=Y, - 49

5 0 0 B0
/6\ g

1 ° Passo) Definir Erro Quadratico Total:

EQT =e,"+6,° +e,° +€,° +&°

Os erros e,
representam os
erros de
mensuracao de Y a
partir de 6.

A funcédo EQT e
uma medida do
erro total que
cometemos ao

EQT =(Y; _‘9)2 + (Y, _9)2 + (Y3 _‘9)2 + (Y, _‘9)2 +(Ys _9)2 utilizar @ para

5
EQT(0)= (Y, -6)°
i=1

estimar Y na
funcao Y=6+e,



Seja 0 conjunto
de valores de Y

Y, = 100
Y, = 200
Y, = 300
Y, = 400
Y, = 500

Para este conjunto de dados, o valor de 6 que minimizaria a funcao
EQT (&) seria o 300.

EQT - Exemplo

Supondo que Y sejauma funcao de 8 Y,;=80 +¢

EQT (6 )=25:(Yi ~0)°
=1
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Estimador de Minimos Quadrados

Para uma amostra de tamanho n teremos:
n n n
Y, =0+¢é — EQTZZéiZZZ(Yi_9)2
i=1 =1

N\
2 ° Passo) Encontrar 8que minimiza EQT:

dEQT 0 -
~ — OJ 1
do Ll
EX_S20v,-d)(-1) =2 %+2>0
do i—1 i=1 i=1
Zn:Y | GEQT _,
n A i | 80
dIZ%:—ZZYiJanH:O I=> 0= i=t
i=1 n

>+



Funcao de Regressao Populacional

Seja arelacao entre Y e X na populacao:

Yi=a+ BX +e Modelo de Regresséo
Linear Simples para Y

E(Y/X) = a+ pX; na populacéo
Onde:

Y é a variavel dependente ou regressando
X e a variavel independente ou explanatéria
a € 0 intercepto ou constante do modelo

S € o coeficiente angular do modelo

Erro de previsao:
Seja X; a i-esima observacao de X, teremos:

Y; € o valor observado em Y para o i-esimo valor de X

E(Y/X;) é a esperanca condicional de Y e representa o valor esperado de Y
para o i-eésimo valor de X
e; € 0 erro, ou variacgao de Y; ndo explicada pelo modelo



Interpretacao dos Coeficientes

Para cada valor controlado de X, teremos
um valor esperado deY.

O erro representa variaveis omitidas ou

mesmo dificuldades para mensurar aguelas
presentes no modelo.

PressupOe-se que o efeito do erro seja

minimo e que este esteja aleatoriamente
distriuido em torno da reta de regresséo.

Para compreendermos a interpretacao
dos coeficientes do modelo:

O intercepto o representa o valor esperado de Y
quando o valor controlado de X for nulo:

E(Y/0)=a+ B8(0) =«
O coeficiente angular [3, por sua vez, representa
a variacao marginal no valor esperado de Y
dada uma variacao unitaria em X

AE(Y) dE(Y) d(a+pX)
AX  dX  dX

p




Funcao de Regressao Amostral

Em uma amostra, a relacao entre Y e X sera dada por:

Funcéo de regressao amostral:

N\ N\
Yi=a+ X +%
. Y previsto pelo ajuste:
Y A
Yi=a+ pX
Residuo, valor ndo previsto pelo ajuste:
: N\
2 e=Y, Y
X.

| X

Funcao de Erro Quadratico Total (EQT):
EQT =6,°+6,°+... +6°
EQT = (Y, =Y, )2+ (Y, =Y, 2 ..+ (Y, =Y, )
n n ,\
EQT :Z(Yi -Y; ) = Z[Yi —(a + BX )]2
=1 i=1



Método de Minimos Quadrados

Minimos Quadrados Ordinarios:

O meétodo de minimos quadrados ordinarios (MQO)
ajustara a reta que apresentar as menores distancias
quadraticas entre os valores observados e a reta (&;).
Em outras palavras, os estimadores de MQO dos
parametros a. € § minimizardo o valor da funcéo de
Erro Quadratico Total (EQT), dada por:

EQT = Y 1Y, — @+ AX,)F

Para encontrar os valores que minimizam a funcéao EQT:

TL Y M@ ANy =0 @ B a=Y-AX
= =23,

< =D M@ ADIEX) =0 @ =B A=



Estimadores de MQO

Estimadores de Minimos Quadrados Ordinarios:

Seja 0 modelo de Regressao Linear Simples (RLS) para o conjunto de dados
populacionalis e sua equivalente representacao na amostra:

Yi=a+pX+g => Y,=a+pX+6 3)
Os estimadores de MQO para 0s parametros « e £, ou seja, 0s estimadores que

minimizam o valor de %é;, serdo dadas por:
> XY, —nXY
_ =l

A

€ B

_ il —
> X;? —nX
i=1

Para simplificar os calculos, podemos demonstrar que essas expressoes podem
também ser dadas como funcdo dos desvios de X e Y em relacdo as suas
respectivas médias amostrais:

n

A DY Xy XY
p=il __id S (5)
~1 i—1 i—1




Estimadores de MQO - Exemplo

Seja arelacao entre renda familiar em salarios minimos (Y), anos de
estudo (X) do responsavel pela familia:

Y X
— _ _ (Renda) (Anos
Y' OH_'HX' +6 Estudo)
A partir dos dados de uma amostra de 4 oobservacoes, 0s 4 1
estimadores de MQO para a fungcao amostral serao: 3 4
Y. =G4+ fX, +6 => Y, =271+129X; +& 10 6
12 7
a=Y _IEY =8,5-1,29(4,5) =271
i s 14
12
XiYi
A : 10
B = '=nl :2_1:1,29 .
>’ 6 |
i=1 4
Para cada ano adicional de escolaridade da , |
pessoa responsavel, espera-se um acréscimo de .

1,98 SM na renda familiar. O rendimento esperado 0 1 2 3 4 5 & 7
para familias lideradas por pessoas sem
escolaridade seria de 2,71 SMs.



Distribuicao Amostral dos Estimadores

Seja uma populacao com 20 observacoes:

Y

>
X

Y=o+ [X+e

Funcéao de

Regressao
Populacional

NN N
Y=o+ [X+e

Funcéao ajustada
para amostra 1

YA

N N N\

Y=a+[X+e
= Funcio ajustada
++ 4+ para amostra 2
et

*

¥+

Os estimadores de MQO variarao aleatoriamente em funcéao dos valores
observados na amostra.



Teorema de Gauss-Markov

Teorema de Gauss-Markov

Sob a hipotese da veracidade de alguns pressupostos, os estimadores obtidos pelo
método de minimos quadrados ordinarios serdo os Melhores Estimadores Lineares
Nao Viesados (MELNYV, ou BLUE - Best Linear Unbiased Estimator).

Em outras palavras:

E( B) — ,3 estimador nao viesado

Var(f3) < Var(8')  estimador mais eficiente que 7,
qualquer que seja ,@’ outro estimador

de S




1 — Relacao Linear

Linearidade nos parametros
e nas variaveis

Modelo € linear nas variaveis pois todos
0s expoentes de Y e X sdo iguais a 1.

Modelo € linear nos parametros pois
todos os expoentes dos parametros sao
Iguais a 1.

Linearidade nos parametros

Y. =a+ X7 +e
o ® @

Modelo nao ¢ linear nas variaveis pois o
expoente de X ndo é igual a 1.

Modelo € linear nos parametros pois
todos os expoentes dos parametros sdo
iguais a 1.




2- Valores de X sao Fixos

Pressupbe que o valor de X seja controlado em repetidas amostras para
se observar variacOes aleatorias de Y.

Y Premissa utilizada em inimeras
° demonstracoes, embora seja, muitas
E(Y,) ~ Vezes, pouco fgctivel. Ne_s:f,as |
circunstancias, cuidados adicionais
deverao ser tomados para que as
E(Y,) estimativas de MQO nao sejam viesadas.

v



3 - Esperanca Condicional Zero

Os erros apresentam esperanca condicional zero, ou seja, esses nao
podem estar associados aos regressores.

E(e| Xj)=E(g)=0 =p E(Y/X;)=a+pX|

A média dos erros associados a cada
valor controlado de X sera sempre 0,
nao importa qual seja o valor de X.




4 - Homocedasticidade

A variabilidade dos erros deve ser constante, qualquer que seja o valor
de : X

Homocedasticidade Heterocedasticidade
Y A Y A




5 — Auséncia de Autocorrelacao

Nao ha correlacao entre os erros do modelo regressao:

Cov(e;.€.s) = E(g€s) #0

Nao Autocorrelacionado Autocorrelacionado
e4 E(ee.)=0 e4s E(ee)=0
XX
x XX XX xx X X
a—
X "% x ¥e

A autocorrelacao é frequente em analise de séries temporais de dados
espaciais.



Linear

gressao

Modelo Classico de Re

A

Modelo Classico de Regressao Linear

/1) Relacdo Linear entre X e Y:
O ajuste so € valido para relacdes lineares.

2) Os valores de X sao fixos em repetidas amostras, ndo aleatorios:

Quem varia é o regressando, o regressor e fixo e dado, qualquer que seja a
amostra. Fazemos a pressuposi¢cdo que dado um valor de X, Y ira variar
segundo uma distribuicao de probabilidade com valor esperado dado por E(Y|X).

3) Esperanca condicional dos erros igual a zero, ou seja, E(e|X;)=0:
E a mesma coisa afirmar que E(Y|X)=a+pX.

4) A variabilidade dos erros é constante, ou seja, E(e;?)=0?
Os erros sao homocedasticos, ou seja, sua variancia € a mesma para qualquer X.

5) Os erros sao nao autocorrelacionados, ou seja, E(e;e;)=0:
N&o ha relacao entre valores ordenados dos erros segundo tempo ou espaco.

6) Os erros apresentam distribuicao normal:
\_ Nao é um pressuposto necessario para que os estimadores de MQO sejam
MELNYV, mas necessario para que as inferéncias sejam validas.




Variancia dos Estimadores

Variancia dos estimadores de MQO:
Seja 0 modelo de RLS:
Y =a+ X, +6
Caso 0s pressupostos do Teorema de Gauss-Markov sejam validos, o0 méetodo de

MQO oferecera estimadores nao viesados para os coeficientes do modelo e para
suas respectivas variancias. As variancias dos estimadores e seus respetivos

estimadores serao dados por:

2 2
Var(@)=E(&d—a)’ = %Xxi o = S:= HZZ::XX {
2
A m2_ O
Var(p) =E(f-/5) S

s “A = & . ~ VAN
Onde o°=Var(e;) € a varianica dos erros ou variancia da regressdo e o> seu
respectivo estimador, dado por:

228 d 32 _ N2 _ BNy
6% = onde > & =>yi-pD %V

n—2




Teste t para os Estimadores

Entéo, para verificar que os estimadores de MQO sao significativos:

Teste de hipdtese para a: &N (0 02)

' Ta
p € a probabilidade de erro
ao afirmar que « é

significativo no modelo

Sob a hipotese de H, ser

{HO: a:O -
H1Z a0 verdadeiro temos...

0 ~ valor obtido pela amostra

Teste de hipotese para B;:

H : —O —
{ 0 ﬁ_ Sob a hipétese de H, ser
Hli ﬂ#O verdadeiro temos...

A~N(O, ag)

p € a probabilidade de erro
ao afirmar que gé
significativo no modelo

0 IB valor obtido pela amostra




Variancia dos Estimadores - Exemplo

Seja arelacéo entre renda familiar em salarios minimos (Y), anos de
estudo (X) do responsavel pela familia:

(Renda) (Anos
Estud
A partir dos dados de uma amostra de 4 oobservacoes, as . =)
estimativas de MQO para a funcado amostral serao:
8 4
As estimativas das variancias dos erros e dos estimadores de 12 7
MQO seréo:
é
Z _ 02857 _ 1429 - 0,37802
n-2 4-2

v/ 2 2
sé{ﬂ X 2}&2—{2 4251 }01429 0,735 = 0,41657

.
5= = 0’124129 —0,0068 = 0,0825°




Teste t- Exemplo

Conhecendo os erros padroes e a fdp dos estimadores, temos que:

Teste de hipotese para S,
Aplicando a estatistica de

{Ho' a=0 teste t_,
H,: a0 (_a-0_27

T s, 042 T 0 652

a

2

a probabilidade de erro ao
afirmar que o intercepto é
significativo no modelo é de

0,2%

Teste de hipotese para f;:
Aplicando a estatistica

{HO- ﬁ:() de teste t,
" —
H,: g0 t:;6—0_1,29

S; 0,08 0 156

a probabilidade de erro ao
afirmar que a variavel X é
significativa no modelo € de

0,4%




Y

Analise de Variancia

Quando X explicaY
A

) A
Maior Soma dos Y

Quadrados da

Quando X nao explicaY

Menor Soma dos
Quadrados da

STQ =3 (Y, —Y)?| |SQReg= 3 (¥; - Y)?
=1 i=1

Regresséao Regressao
P, T
Y
N + + v
K, +
v +

L 2
SQRes= 3 (Y; —Y;j)
i=1




Soma dos Quadrados

Soma Total dos Quadrados (STQ)
Mensura a variabilidade total da variavel dependente.

STQ= i(Yi ~Y)* = % Vi’
iz iz

Soma dos Quadrados da Regressao (SQReg)
Mensura a variabilidade da variavel dependente explicada
pelo modelo.

SQReg = Z(Y ~Y)? —ﬁfo ﬁley.

Soma dos Quad rados da Regressao (SQReg)
Mensura a variabilidade residual, ndo explicada pelo
modelo.

SQRes = Z(Y -Y; )’ —Z ZY. ﬁlzx)’.
=1




Coeficiente de Determinacao

Coeficiente de Determinacéao (R?):

Definicao: Estima a proporcao da variabilidade da
variavel dependente (Y) que ¢ explicada pela(s) variavel(eis)
Independente(s) do modelo de regressao.

n a — n
(Y, =Y)° 8’
RZZSQREQZE :1_2_ :Iélz i—1

STQ Sy, vz 3y?
=1

=1

A significancia das escalas depende muito da 1
natureza da variavel dependente relacao

linear exata

Escala de R?:




Analise de Variancia

Problema: O modelo contribui para explicar Y?

H,: B,=0 (0 modelo n&o contribui SQReg
S L ) SQRes/(n-2) "
H,: B,#0 (0 modelo contribui)  Sob ahipdtese
de H, ser
* verdadeiro
Dados- temos...

o = nivel de significancia

SQReg = Soma dos Quadrados da Regresséo -
SQRes = Soma dos Quadrados dos Residuos

_ 5 SQReg
N = numero de observacoes F=

- SQRes/n -2

Conclusao:
Rejeito H, se valor p < a.




Analise de Variancia

Tabela ANOVA (Analysis Of Variance)

Soma dos Quadrados
Fonte F
GL Quadrados Médios
) 0o ov2| SOReg e SQReg/1

Regresséo 1 |SQReg —El(Yi Y) . SQRes/(n-2)
Residuos N-2 |SQRes= %(Yi -Y, )? SSR;S

i=1 ]

n _
Total n-1 | STQ=3(Y; -Y)?

=1

Rejeito Hy quando valor p —prob (F>F, ;) - for menor que
nivel de significancia esperado (a.).




